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Introduction 



Dans ce texte, nous nous intéressons à la géométrie des courbes de genre 5 et plus précisément 
aux courbes de genre 5 munies d'une involution sans point fixe. Nous donnons deux caractérisa- 
tions géométriques de l'existence d'une telle involution. La première de ces caractérisations, 
conjecturée dans [ACGH], est le point de départ de notre étude. 

Considérons C une courbe de genre 5 non hyper elliptique et non trigonale plongée canon- 
iquement dans P4. Les quadriques qui la contiennent forment alors un réseau (c'est-à-dire que 
l'on a h°l c (2) = 3). Dans le plan de ce réseau, les quadriques singulières forment une courbe T 
de degré 5. La géométrie de T et celle de C sont liées (cf. [ACGH] pp 270-274, nous rappelerons 
quelques résultats au premier paragraphe). En particulier, lorsque C est un revêtement double 
non ramifié d'une courbe de genre 3, la quintique T se décompose en la réunion d'une conique 
et d'une cubique. Les auteurs de [ACGH] posent la question de la réciproque : si la courbe 
T est la réunion d'une conique et d'une cubique, la courbe C est-elle revêtement double non 
ramifié d'une courbe de genre 3 ? Nous répondons par l'affirmative à cette question au premier 
paragraphe en montrant le théorème suivant, 

THÉORÈME 0.1. — La courbe C est revêtement double d'une courbe de genre 3 si et seulement 
si T est réunion d'une conique et d'une cubique, 

complétant ainsi l'étude de [ACGH]. Nous rappelons également, dans ce paragraphe, un iso- 
morphisme birationnel entre (l'espace des modules des courbes de genre 5) et l'espace des 
modules des théta-caractéristiques supportées par une quintique plane. 

Dans le second paragraphe nous revenons au point de départ de cette étude commune qui 
est un exposé de Jean d'Almeida au séminaire de géométrie algébrique de Jussieu dans lequel 
il cherchait à donner une réponse géométrique au problème précédent. Cette étude repose no- 
tamment sur la description des courbes lisses de degré 8 et de genre 5 de P3 qui ont une infinité 
de quadrisécantes. Nous reprenons en détail cette construction géométrique. Nous décrivons une 
correspondance birationnelle entre les courbes de genre 5 revêtement double non ramifié d'une 
courbe de genre 3 et les quintiques planes réunion d'une conique et d'une cubique modulo l'ac- 
tion du groupe d'Heisenberg H associé à la situation (théorème 2.7). Cette construction permet 
notamment de donner une nouvelle caractérisation géométrique des courbes de genre 5 non hy- 
perelliptiques revêtement double non ramifié d'une courbe de genre 3. Notons OJf/ (resp. Wff) 
les courbes de genre 5 munies d'une involution sans point fixe dont la variété de Prym associée 
est indécomposable (resp. décomposée). 
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THÉORÈME 0.2. — Soit C une courbe lisse de genre 5. 

(1) Première caractérisarion : On a C G SDÎg 1 si et seulement s'il existe un plongement Ai de 
degré 8 de C dans P3 pour lequel la courbe C a une infinité de quadrisécantes. 

Seconde caractérisarion : On a C G VJt^ 1 si et seulement s'il existe un plongement Ai' de 
degré 7 de C dans P3 et une droite L rencontrant C en un point pour lesquels la courbe C U L 
a une infinité de quadrisécantes. 

Dans cette situation, la courbe Y des quadrisécantes est la même quelque soit le plongement, 
elle est lisse de genre 2 et telle que J(Y) = Prym(C). Notons Zo tes diviseurs Ai de degré 8 du 
premier type, Zi les diviseurs Ai' de degré 7 du second type et Z la réunion de ces ensembles. 
Il y a un morphisme Z — » J(Y) qui est un fibré principal homogène de groupe H (le groupe 
d'Heisenberg de Y). 

(n) On a C G Tl^ d si et seulement s'il existe un morphisme de C dans P3 tel que son image 
C est liée à une droite L par une intersection de deux cônes cubiques, de degré 8 et a deux points 
doubles aux sommets des cônes. 

Dans cette situation, notons Z les diviseurs de degré 8 de C qui définissent de tels mor- 
phismes. On a un morphisme Z — ► El x E2 qui est un fibré principal homogène de groupe H (les 
Ei sont les courbes elliptiques définissant les cônes cubiques et H le groupe d'Heisenberg associé 
à Ei x E 2 ). 

Remerciements : Le troisième auteur remercie Atanas Iliev pour les nombreuses références 
qu'il lui a communiquées. 

1 La construction de [ACGH] 

Rappelons les principaux résultats décrits dans [ACGH] pp 270-274 : soit C une courbe de 
genre 5 non hyperelliptique plongée canoniquement dans P4 (on identifiera C à son image). Les 
quadriques contenant C forment un réseau, c'est-à-dire dimc(^°Xc(2)) = h°lc(2) = 3. 

1.1 Le cas trigonal 

La courbe C est trigonale si et seulement si toutes les quadriques du réseau sont singulières. 
On ne peut dans ce cas définir la quintique T de l'introduction. 

Dans toute la suite nous supposerons que C n'est pas trigonale. On définit alors la courbe T 
comme lieu des quadriques singulières du réseau. C'est une quintique plane. 

1.2 L'étude générale 

Pour une courbe C générale, on vérifie que le réseau de quadriques est également général et 
que la courbe T est non singulière. Les singularités de T correspondent aux quadriques de rang 
3 du réseau et F n'a que des point doubles ordinaires pour singularités (en particulier T n'a pas 
de composante multiple). 
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1.2.1 Les droites contenues dans T 

Les droites contenues dans T sont en bijection avec les pinceaux bi-elliptiques de C (c'est-à- 
dire les morphismes de degré 2 de C vers une courbe elliptique). Il y en a donc au plus 5. 

1.2.2 Les coniques de T 

On passe enfin au cas où la courbe T se décompose en une conique et une cubique. Supposons 
tout d'abord que C est une revêtement double non ramifié d'une courbe X de genre 3. On montre 
alors que F est réunion d'une cubique Ci et d'une conique Cq. 

Pour donner une caractérisation des courbes de genre 5 munies d'une involution sans point 
fixe, nous montrons la réciproque : 

THÉORÈME 1.1. — Si T est réunion d'une conique Cq et d'une cubique C\, alors la courbe C 
est revêtement double non ramifié d'une courbe X de genre 3. 

Donnons une autre présentation classique du problème par les réseaux de quadriques de 
P4. Considérons l'espace projectif P(Hom(C 3 , S 2 C 5 ) V ) sur lequel agissent les groupes PGL3 et 
PGL5. Dans cet espace projectif considérons l'ouvert U des 92 G P(Hom(C 3 , S' 2 C 5 ) V ) tels que 

(I) ip : C 3 — > S* 2 C 5 est injective (pour qu'on ait un vrai réseau de quadriques), 

(II) det(c^) est non nul (vu comme déterminant d'une matrice symétrique de taille 5 x 5 à 
coefficients dans C sV ), 

(m) aucune quadrique du réseau n'est dégénérée en deux plans, 

(îv) l'intersection dans P4 des quadriques du réseau forme une courbe lisse de genre 5. 
On s'intéresse maintenant aux actions de PGL% et PGL^ sur U. 

FAIT 1.2. — L'action de PGL3 est libre et tous les points de U sont stables pour cette action. 

Preuve — Ceci vient simplement de la condition (1). Le quotient est alors un ouvert de 
G(3, 5 2 C 5 ) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 3 de S 2 C 5 . □ 

LEMME 1.3. — Les points de U sont stables pour l'action de PGL§. 

Preuve — En effet, C.T.C Wall a étudié la stabilité des réseaux de quadriques dans P n 
(théorème 0.1 de [Wl]). En particulier, il montre que si un point <p est non stable, alors la 
courbe de P2 définie par le déterminant det(^) a une composante multiple (corollaire 2, [Wl]). 
Ceci ne peut jamais arriver dans notre situation : on sait que la courbe C de genre 5 intersection 
des quadriques du réseau est lisse et dans ce cas la courbe T (cf. construction de [ACGH]) qui 
a pour équation det(i^) n'a pas de composante multiple. □ 

Les deux quotients géométriques H3 = U/PGL3 et H5 = U /PGL§ sont munis respectivement 
d'une action de PGL$ et PGL3. Par un résultat de C. T. C. Wall [W2], comme tous les points 
de U sont stables pour les deux actions, ils sont tous stables pour l'action de PGL3 x PGL$ et 
les deux quotients U3/PGL5 et H5/-PGL3 sont isomorphes au quotient U /(PGL3 x PGL^). 
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Nous donnons deux interprétations de ces deux quotients. Notons ©p^ l'ouvert de la variété 
des théta-caractéristiques planes (cf. [S] pour son existence en toute généralité) supportéees par 
une courbe de degré 5 régulières (c'est-à-dire h°9 = 0). 

PROPOSITION 1.4. — La variété H5 est isomorphe à l'ouvert ©o de @p 2 9 5 correspondant aux 
conditions (m) et (iv). 

Preuve — On a un morphisme naturel de \I/ : U — > ©p^ donné de la manière suivante : si 
ip G U, alors on définit un fibré vectoriel sur P2 = P(C 3 ) par le conoyau 9 de la flèche 

(c 5 ) v ®ev 2 (-2) Zc 5 ®o ¥2 (-i) (*) 

qui est évidement une théta-caractéristique régulière supportée par une courbe de degré 5. Le 
morphisme est bien défini sur tout U et la flèche (*) est toujours injective car le déterminant 
det(tp) n'est jamais nul. Ce morphisme est évidement invariant sous PGL5. 

Ce morphisme est surjectif sur l'ouvert ©o- En effet, si 6 £ ©p^i alors la suite spectrale de 
Beilinson (cf. [OSS]) nous donne la suite spectrale suivante : 

E\ j = H j 6(l - ï) ® n^ 2 (i) =>■ 9(1) en degré 0. 

Ici tous les termes sont nuls sauf E®'° et E^' 1 ce qui nous donne la résolution : 

-> HH(-1) Op a (-l) ^> H°6(l) <g> Op 2 -> 0(1) -> 

où 99 est symétrique car est une théta-caractéristique, donc on peut voir 92 comme un élément 
de U (car G ©o) en fixant des bases duales de H 1 9(— 1) et H°9(l). 

Il reste à montrer que les fibres sont les orbites pour l'action de PGL§ sur U. Or les éléments 
92 G £/ de la fibre au-dessus de G Qp 2 9 5 son t les matrices symétriques 5 x 5 tel que le quotient du 
morphisme de 0p 2 -module (*) est 6. On peut alors identifier C 5 à H°9(l) et 99 est uniquement 
donnée à action de PGL§ près par la surjection H°9(l) <g> 0p 2 — > 9(1). □ 

Notons Hilbp^g S g" rf ' n * le schéma de Hilbert des courbes lisses de degré 8 et de genre 5 de 
P4 = P(C 5 ) non dégénérées (c'est-à-dire non contenues dans un hyperplan) et non trigonales. 



Proposition 1.5. 



lisses,nd,nt 



On a un isomorphisme H3 ~ Hilb^ ^ g ^ 



Preuve — On a un morphisme Hilbp^g 5 ^'™* invariant sous PGL3 donné par 

l'intersection des quadriques du réseau. Ce morphisme est bien à valeur dans Hilbp^ ' nt grâce 
aux hypothèses faites sur U (en particulier comme toutes les quadriques ne sont pas singulières 
- i.e. det(ip) / — la courbe n'est pas trigonale). Il est surjectif car toute courbe lisse C de 
P4 de degré 8 et de genre 5, non dégénérée est plongée canoniquement et C est nécéssairement 
non hyperelliptique. On a alors h°Xc{2) = 3 ce qui donne un réseau de quadriques 92 G U et la 
courbe est l'intersection des quadriques du réseau. 

Cette construction montre que les fibres au-dessus de C G ïHlb l ^ s ^'^ d,nt sont exactement 
données par les orbites sous PGL(H°Kc) c'est-à-dire sous PGL^. □ 
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Notons l'ouvert de l'espace des modules des courbes lisses de genre 5 formé des courbes 
non hyper elliptiques et non trigonales. 

COROLLAIRE 1.6. — On a un isomorphisme 9Jt§ ~ @ /PGL 3 . 

Preuve — Comme on sait que H3/PGL5 ~ U5/PGL3, il suffit de constater que l'on a 
m\b l ^ s ^ d ' nt /PGL 5 ~ 9DTg. Cette correspondance birationnelle entre Wl 5 et G™£ 5 /PGL 3 est 
déjà décrite dans [ACGH], ch VI, appendix C, théorème page 301. Nous montrons ici simplement 
qu'elle est définie sur tout 9JI5 c'est-à-dire dès que la courbe est non hyper elliptique et non 
trigonale. Remarquons par ailleurs que cette description est utilisée dans [K] pour montrer que 
la variété Wl % 5 des courbes de genre 5 munies d'une involution sans point fixe est rationnelle. □ 

Nous revenons maintenant au théorème 1.1. 

Preuve du théorème 1.1. — Il s'agit de montrer que si C est une courbe de genre 5 telle 
que la courbe V (définie au paragraphe 1.1) se décompose en une conique Co et une cubique 
Ci, alors la courbe C est un revêtement double non ramifié d'une courbe X lisse de genre 3. 
Nous montrons grâce à la description précédente le lemme suivant qui est le nouvel ingrédient 
permettant la démonstration du théorème 1.1 : 

LEMME 1.7. — II existe un élément ip G P(Hom(C 3 , 5 2 C 5 ) V ) qui s 'envoie sur C € 971° par $ 
et tel que dans des bases de C 5 la matrice de <p peut s'écrire sous la forme diagonale par blocs 

CD 

où A est une matrice symétrique de taille 2 x 2 à coefficients dans (C 3 ) v (dont le déterminant 
donne une équation de Co) et B est une matrice symétrique de taille 3 x 3 à coefficients dans 
(C 3 ) v (dont le déterminant donne une équation de Ci). 

Preuve — Il s'agit donc de montrer que toutes les théta-caractéristiques 9 € a y an t 
pour support Co U Ci peuvent être définie à partir d'une matrice de cette forme. 

Soit 9 une telle théta-caractéristique et supposons que la conique Cq est lisse. Nous savons 
(cf. 1.2) que les quadriques de rang 3 du réseau correspondent exactement aux points singuliers 
du support de 9 (qui a seulement des points doubles ordinaires). La fibre du faisceau 9 est 
donc de dimension en général sur P2, de dimension 1 pour un point général de Cq U Ci et de 
dimension 2 aux six points d'intersection de Cq et Ci (et éventuellement en un point singulier de 
Ci). Notons Z le schéma de cette intersection et considérons la restriction de la résolution de 9 

(C 5 ) v <g> Cp 2 (-2) C 5 <g> Cp 2 (-1) -^9^0 

à la conique Co- On a alors : 

- Tbrf' 2 (9, O C0 ) - (C 5 ) v ® Co (-2) C 5 ® Oco(-l) - 8\c - 0. 

Nous identifions Co à Pi, il existe alors deux entiers a et 6 tels que la suite exacte précédente 
s'écrive : 

-> Pl (-b) -> (C 5 ) v ® Pl (-4) Z C 5 ® C Pl (-2) -> C Pl (a) ®O^0. 
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Cependant le morphisme central est symétrique par hypothèse donc si on applique le foncteur 
Hom ,p r ( • , Of> 1 (—6)), on a la même suite exacte. Ceci impose en particulier la relation a = 6—6. 
Par ailleurs un calcul de classes de Chern impose que a + b = 4. Ainsi on a a = — 1 et b = 5. 

Nous identifions maintenant le faisceau Q image de la flèche ip. C'est un faisceau localement 
libre de rang 4. Il s'écrit donc Q ~ ©| =1 Op 1 (— ai) avec des entiers compris entre 2 et 4. Par 
ailleurs, la symétrie de la flèche ip impose que Q vérifie la suite exacte suivante : 

0^Q^Q v (-Q)^O z ^0. 

Ceci impose la condition J2i a i = 15 et on a Q ~ Op 1 (— 3) © Op 1 (— 4) 3 . Il existe donc un sous- 
espace vectoriel de dimension 2 isomorphe à H 1 Op 1 (— 3) contenu dans (C 5 ) v et de façon duale 
un quotient de rang 2 de C 5 isomorphe à H O Fl (l). 

Considérons la flèche Q ^ Q v (—6) qui dans des décompositions de Q et Q v (— 6) est de la 
forme 




où 7' est une matrice 3 x 3 à coefficients dans H°Otp 1 (2). 



où a G C* (nous verrons en fin de preuve que le cas a = est impossible), (3 est une matrice 
1 x 3 à coefficients dans H°Or 1 (l) et 7 est une matrice 3 x 3 à coefficients dans H°Op 1 (2). En 
jouant sur les décompositions de Q c'est-à-dire en faisant agir le groupe 

Aut(Q) = |^q " j où A 6 C*, /i É GL 3 (C) et u est à coefficients dans H O Fl (l) j , 

on peut trouver une décomposition dans laquelle M s'écrit sous la forme 

V i . 

La flèche <p peut être écrite de la manière suivante : 

Pl (-4) 5 - Q % Q v (-6) -> Pl (-2) 5 . 

On fixe la décomposition précédente de Q, il existe une décomposition de C 5 sous la forme 
F°0 Pl (l)©C 3 (et donc de (C 5 ) v sous la forme H 1 Pl (-3) ©C 3 ) telle que la flèche de C Pl (-4) 5 
dans Q soit de la forme suivante : 

/ m \ 
{0 h) 

où m est l'application canonique de C Pl (-4) © H l O ¥l {-3) -> C Pl (-3) et J 3 est la matrice 
identité de taille 3 x 3. La flèche de Q v (— 6) dans C?p 1 (— 2) 5 est la transposée de cette flèche. La 
composée est alors dans ces décompositions de la forme : 

(m*m \ 
i) 

où m et 7' sont les matrices définies ci-dessus. C'est une matrice à coefficients dans 

H O Fl (2) ~ H O F2 (l) = (C 3 ) V 
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et nous avons bien la forme diagonale par blocs recherchée. 

Si le morphisme a : Op 1 (— 3) — > Op 1 (— 3) est nul, alors la conique est singulière. En effet le 
même raisonnement donne alors un matrice de la forme 

/ *m/3 \ 
y t f3 m l' ) 

Mais (3 : Op 1 (— 4) 3 — > £^(—3) peut se mettre sous la forme [3 = (0, /?i , /32) avec (3\ et /?2 dans 
-ff^Op^l). Si on écrit f3' = (Pi,^) on a une matrice de la forme (ici s G H°Op 1 (2)) : 

( 'ra^ 
Os* 

y */3 m * * y 

dont le déterminant a det(*m/3) comme facteur double. C'est impossible. 

Dans le cas où la conique est singulière, on raisonne de la même manière en se restreignant 
aux deux droites. Dans ce cas, la matrice A peut en plus se diagonaliser. □ 

Nous terminons maintenant la preuve du théorème 1.1. La courbe C de genre 5 est l'inter- 
section d'un réseau de quadriques diagonalisables par blocs : 




Nous munissons C d'une involution : considérons la symétrie de P4 donnée par la matrice 




elle laisse le réseau et la courbe C invariants. Il reste à vérifier que cette involution est sans 
point fixe. Sur C les points fixes sont les points d'intersection de la courbe avec la droite ou le 
plan définis par la décomposition de C 5 . Les points fixes sont donc donnés par les points base 
du réseau A de quadriques de Pi ou du réseau B de quadriques planes. Pour le réseau A, il n'y a 
pas de tels points car la conique définie par le déterminant serait alors une droite double. Pour 
le réseau B, la formule d'Hùrwitz nous dit que le nombre de points fixes est multiple de 4. Or 
un réseau de coniques a au plus 3 points base, l'involution est donc sans point fixe. □ 

Nous pouvons alors compléter le tableau de [ACGH] page 274 qui résume les liens entre la 
géométrie de C et celle de T (Q S ing est le lieu singulier du diviseur thêta de la jacobienne de C) : 

- C est trigonale 44> T = P2 @sing est la réunion de deux copies de C conjuguées sous 
l'involution et qui se rencontrent en deux points, 

- C n'est pas trigonale 4^ T est une quintique plane & s ing/ — 1 = T, 

- C est bi-elliptique 44> T contient une droite 4^ Q s i ng contient une composante elliptique 
qui est un revêtement double de la droite, 

- C est revêtement double d'une courbe de genre 3 44> T contient une conique <^ Qsing = 
Si U S2 les deux composantes se coupant en six points avec PaÇ^i) = 2 et ^(^2) = 4, 
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- C n'est pas trigonale et n'a pas de pinceau semi-canonique 44> V est une quintique plane 
lisse @ s ing est irréductible et lisse de genre 11. 

Notons 0q' 2 le fermé de ©o formé des théta-caractéristiques dont le support est la réunion 
d'une conique et d'une cubique et notons 9711 le localement fermé de l'espace des modules des 
courbes de genre 5 formé des courbes non hyperelliptiques et non trigonales qui sont munies 
d'une involution sans point fixe. Le théorème 1.1 et le corollaire 1.6 permettent de montrer le 

3 2 

COROLLAIRE 1.8. — On a un isomorphisme entre SDÎ5 et 6 ' . 

Remarques 1.9. — (1) Ce corollaire permet de redémontrer le résultat de P.I. Katsylo [K] 

3 2 

sur la rationnalité de SDÎ5. En effet, 6 ' est le produit de la variété des coniques planes qui 
est évidement rationnelle par la variété des cubiques planes munies d'une théta-caractéristique 
paire qui est elle aussi rationnelle (cf. [DK] corollaire 5.7.2). 

(11) Nous allons dans la suite étudier une autre description de 97î| . Nous remarquons ici que 
si C est une courbe lisse de genre 5 non hyper elliptique munie d'une involution sans point fixe 
i, alors C est non trigonale. 

En effet, supposons que C soit trigonale. Soit D un g\ sur C, si D est invariant par i (i.e. 
i*D = D), alors l'involution i induit une involution sur Pi par le morphisme déduit de D. Cette 
dernière a nécessairement au moins un point fixe. La fibre du morphisme au-dessus d'un point 
fixe étant stable par i et formée de trois points, elle a au moins un point fixe par i ce qui est 
absurde. Si D n'est pas fixé par l'involution, soit D 1 = i*D. On peut alors regarder le morphisme 

C -» F(H°D) x P(H°D') = Pi x Px c F(H°D (g) H°D') = P 3 . 

L'image de C est une courbe de bidegré (3, 3) dans la quadrique, c'est-à-dire une courbe de genre 
arithmétique 4, c'est impossible car C est de genre 5. 

2 Une tentative d'interprétation géométrique 

Dans ce paragraphe nous décrivons d'une nouvelle manière l'espace de module des courbes 
de genre 5 revêtement double d'une courbe de genre 3 grâce aux quintiques planes réunion d'une 
conique et d'une cubique. 

Remarquons tout d'abord que si C est une courbe de genre 5 revêtement double d'une courbe 
de genre 3, elle est alors munie d'une involution i sans point fixe. La jacobienne de C est, elle 
aussi, munie d'une involution toujours notée i et on note Prym(C, i) = Im(i — 1) la variété de 
Prym associée (cf. par exemple [ACGH] ch. VI appendix C ou [Mu4]). C'est alors une surface 
abélienne principalement polarisée. On a alors un morphisme 

Prym : 97t| ^ 2l 2 

où 2I2 est l'espace de modules (grossier) des surfaces abéliennes principalement polarisées. L'im- 
age d'une courbe C est en général une surface abélienne indécomposable, c'est alors la jacobienne 
d'une courbe Y de genre 2. Nous notons Tî 1 ^ l'ouvert de OJÎg correspondant à ce cas. Dans le 
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cas contraire, la variété de Prym est le produit de deux courbes elliptiques et nous notons dJt^ d 
le fermé correspondant (le premier cas correspond à une conique irréductible contenue dans T 
alors que dans le second cas la conique est décomposée en deux droites). 

Nous commençons par décrire la fibre de ce morphisme. Elle a été étudiée par de nom- 
breux auteurs (voir par exemple [Dol], [Do2], [DS] et [V]). En particulier A. Verra [V] décrit 
complètement cette fibre (en incluant les revêtement admissibles introduits par [Bl]). Nous in- 
cluons une preuve de ses résultats dans le cas des revêtements de courbes lisses et décrivons plus 
en détail le cas d'un produit de courbes elliptiques. 

Nous aurons besoin de quelques rappels sur les courbes de genre 2, leur jacobienne et la 
surface de Kummer associée. Pour plus de détails, voir [Hu] ou [Mu2]. 

2.1 Notations et rappels 

Soit A G 2I2 une surface abélienne principalement polarisée et soit Qa son diviseur thêta. Ce 
diviseur définit un morphisme 

A -» F(H°(2e A )) ^ P 3 - 

L'image Kl de ce morphisme est de quotient A/Aut(0^). 

Si A est indécomposable cette image est la surface de Kummer Kl ~ J(Y) / — 1 associée à la 
courbe Y de genre 2 telle que J(Y) = A. Si A est décomposable isomorphe au produit de courbes 
elliptiques E\ x E2, alors le morphisme est de degré 4 et l'image est une quadrique lisse de P3. 

Le groupe H des éléments d'ordre 2 de A est fini d'ordre 16 isomorphe à (Z/2Z) 4 . Ce groupe 
est le quotient du groupe d'Heisenberg H à 32 éléments par son centre (cf. [Mu2] ou [Mu3]). Par 
abus de notation nous l'appelerons encore groupe d'Heisenberg associé à A. Il agit linéairement 
sur P3 et laisse stable la surface Kl. 

Notons Z son image dans K. Dans le premier cas Z est l'ensemble des points doubles de JC et 
H est le groupe des automorphismes de K, (ils laissent nécessairement fixe Z voir [Hu] ou [Mu2] 
p. 353). Dans le second cas, on a une involution ik donnée par le diviseur 2Ç>E k sur chacune 
des courbes E^. Le lieu de ramification sur Kl du morphisme A — » K est la réunion de 4 droites 
de chaque famille. L'ensemble Z est le groupe de 16 points obtenus comme intersection de ces 
droites. Le groupe H est le sous-groupe du groupe des automorphismes de K laissant stable Z. 

Remarquons que l'on a une involution i\ x 12 sur A. Notons K le quotient de A par cette 
involution. On a alors une suite de morphismes de degré 2 A — > K, — > /C. Le premier est ramifié 
au dessus de l'image réciproque de Z dans K, alors que le second est ramifié au dessus des quatres 
droites de chaque famille. 

Notons U(A) l'ouvert de P3 — invariant sous H — des plans de P3 qui ne sont pas tangents 
à la surface K, et ne passant pas par un point de Z. Notons /C v C P3 la surface de duale de JC et 
Z v la réunion des 16 plans duaux des 16 points de Z. L'ouvert U(A) est P3 privé de ZC V U Z y . 
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2.2 Lien entre C et A 

PROPOSITION 2.1. — On a un isomorphisme 

U(A)/H ~ Prym _1 (yl). 

Preuve — Nous commençons par associer à tout point de x G U(A) une courbe lisse de genre 
5 revêtement double d'une courbe de genre 3. Le point x est dans Pg , il définit donc un plan x v 
de P3 qui rencontre donc K, en une courbe lisse X (car x G U(A)). 

Dans le premier cas, la courbe X = X est une quartique lisse donc de genre 3. Considérons la 
courbe C C A image réciproque de X par le morphisme A — y /C. La courbe C est un revêtement 
double de X. Il est non ramifié car X évite les points doubles de /C. 

Dans le second cas, la courbe X est une conique lisse. Considérons encore la courbe C C A 
image réciproque de X par le morphisme A — > K,. On peut par ailleurs relever X en X dans K,. 
Ce relèvement est ramifié en 8 points. La courbe X est donc lisse de genre 3. Comme x G U(A) 
le morphisme induit de A — y K, donne un revêtement non ramifié C — > X. 

La classe d'isomorphisme de C ne dépend pas du représentant x de x : si on change de 
représentant, la courbe C est translatée par un élément a d'ordre 2 dans A et la courbe X 
est obtenue par la transformation linéaire correspondante dans P3. Nous verrons en fin de 
démonstation pourquoi C est non hyper elliptique. 

Réciproquement soit C G Prym~ 1 ( J 4) et X le quotient de C par Pinvolution. Fixons £ un 
diviseur de degré 1 sur C tel que 2Ç = 2i(£) (il suffit de prendre £ tel que 2Ç = xq + i(xo) avec 
xo G C, ce qui existe toujours car une variété abélienne est divisible). Considérons le morphisme 

C^A 

x (1 — i)(x — £) 

obtenu en composant l'injection de C dans J(C) donnée par ïhi-Ç avec la flèche 1 — i de 
J(C) dans A 

LEMME 2.2. — Le morphisme C —> A est une immersion. 

Preuve — Nous commençons par montrer l'injectivité de la flèche. Soient x et y dans C tels 
que leurs images soient les mêmes dans A. On a alors x — i(x) = y — i(y). Posons D = x + i(y), 
c'est un diviseur de degré 2 sur C et on a D = i(x) + y. Si x / y, le diviseur D a au moins 2 
sections (car les paires {x,i(y)} et {i(x),y} ne peuvent être égales). Dans ce cas la courbe C a 
un diviseur de degré 2 avec au moins 2 sections donc C est hyper elliptique. C'est absurde d'où 
l'injectivité de la flèche. 

Il reste à prouver que l'application tangente est également injective. Nous avons vu que le 
morphisme C —y A se factorise par la flèche 1 — i : J(C) — > A. Considérons l'application 

/ : C - P(T J(C)) 

définie par : soit x G C et soit v x un vecteur tangent à C en x, alors /(x) est le translaté en 
de l'image de v x par la différentielle de l'application C — > J(C) définie par x 1— > x — £. 
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L'application / est exactement le plongement canonique de C (voir par exemple [ACGH] 
exercices A-5 et A-6 p. 263). Le noyau en chaque point de la différentielle de 



J(C) -> A 

£ ~ (i-0(0 

est donné par l'espace tangent de la jacobienne J(X) de X. L'application tangente de C ^ A 
est injective si et seulement si la courbe C dans son plongement canonique ne rencontre pas 
l'espace projectif correspondant à W(TqJ(X)). Ce dernier est le plan projectif associé au sous- 
espace propre pour la valeur propre 1 de l'involution i sur C. La courbe C ne rencontre jamais 
ce plan car l'involution i est sans point fixe. L'application tangente est donc injective. □ 

La courbe C est donc plongée dans A et est invariante par l'involution x t— > — x de A qui 
correspond à l'involution i sur C. Soit alors X l'image de C dans /C C P3. Il nous suffit de 
montrer que X est une section hyperplane (de degré 4 ou 2 selon les cas). Cependant comme le 
degré du morphisme est 2 ou 4 selon les cas, il suffit de montrer que 

C-(l-i)*(2Q A ) = 8. 

Fixons quelques notations, si J est une variété abélienne principalement polarisée, nous 
notons J sa duale, son diviseur thêta et Ae : J — > J l'isomorphisme associé. Dans notre 
situation, on a un morphisme J(X) — > J(C) et on peut définir 

V = A e ^oPoÀ 0A : J(C)-> J(X). 

On a également le morphisme d'inclusion j : A — > J(C) et le morphime 1 — i : J(C) — > A On 
peut alors définir les morphismes 

a = 7T* x j : J(X) xi-> J(C) et r = V x (1 - i) : J(C) -» J(X) x ,4 

et on a (cf. [Mu4]) a o r = 2 • Id c . 

FAIT. — On a 49 c = 2(1 - i)*e A + 2^*e X - 

Preuve — Dans [Mu4], D. Mumford montre que le diagramme suivant commute : 

J{X )xA A2 ^— j(x)xÂ 

J(C) ^ J(C) 

La composée J{C) ^ J(X) x A A2e ^ 2e ^ j^q xÂ^ J{C) est donc J(C) ^ J{C). □ 

On peut calculer notre intersection. En effet, on sait que C ■ Oc = g(C) = 5. Par ailleurs, la 
restriction de tp à C est le morphisme ir donc C ■ ip*&x = 2X ■ Qx = 2g(X) = 6. Ainsi on a 

C ■ (1 - i)*(2Q A ) = AC ■ @c - C ■ 2^*©x = 8. 
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Il reste à montrer que dans la première construction la courbe C n'est pas hyper elliptique. 
Si elle était hyper elliptique, son image par / serait alors une courbe rationnelle normale C4 de 
degré 4 de P4. L'involution descendrait alors sur C4 (la courbe C4 est l'image du plongement 
canonique et est donc invariante par i). Mais alors la courbe rationnelle rencontrerait l'espace 
propre associé à la valeur propre 1. Ceci impose que l'application tangente de C vers A serait 
non injective en un point. La courbe C £ A aurait alors un cusp ce qui est absurde. □ 

Au-dessus de 2I2 ; on a un fibré projectif de dimension 3 donné par P(//°(20^) v ) au-dessus 
de A. On note il(2l2) l'ouvert donné dans chaque fibre au-dessus de A par U(A). Au-dessus de 
2I2, on a aussi une fibration f) en groupes d'ordre 16 correspondant au-dessus de A au groupe 
d'Heisenberg H des éléments d'ordre 2 de A. On a une action fibre à fibre de Sj sur il(2l2)- 

COROLLAIRE 2.3. — La variété SDÎ5 des courbes de genre 5 lisses non hyperelliptiques et 
munies d'une involution sans point fixe est isomorphe au quotient il(2l2) / '•£) • 

2.3 Lien avec les courbes planes de degré 5 

Dans la situation précédente et pour C € SJÎg 1 , la variété abélienne A = Prym(C) est la 
jacobienne d'une courbe Y de genre 2. Choisissons H' un des 16 plans tangents à /C v selon une 
conique. Le plan H' est tangent à K, le long de la conique C2 image du plongement de Veronese 
de P(H°(Ky))- Ce plan est donc est isomorphe à P(5 2 H (Ky))- La conique C2 contient 6 points 
doubles de la surface /C v (que nous notons Xk pour k € [1,6]). 

PROPOSITION 2.4. — La donnée d'un point x E P3 est équivalente à la donnée d'une cubique 
de H' passant par les six points Xk pour k G [1, 6]. 

Preuve — À un point x G P3 nous pouvons associer la surface cubique W polaire de /C v . 
Cette surface cubique contient en particulier les points doubles de /C v . Son intersection avec le 
plan H' définit une cubique C qui passe par les 6 points Xk pour k E [1, 6]. 

Nous décrivons cette application. On prend des coordonnées (X, Y, Z, T) dans P3. Soit F 
l'équation de /C v et X l'équation de H'. Nous écrivons alors 

F = XX 4 + X 3 Fi + X 2 F 2 + XF 3 + F 4 

où les Fi sont homogènes de degré i en (Y, Z, T) . Par ailleurs comme le plan H' est tangent à 
/C v le long de la conique C2, on a F4 = C| (on a ici encore noté C2 l'équation de la conique C2). 
On écrit alors le point x sous la forme (a, b, c, d), la surface W a pour équation 

dF 8F dF BF 
a dX +b W + C dZ +d df 

L'équation de la courbe C dans le plan H' est alors 

„ ,dF 4 dF 4 BFi 
aF, + b— + c— + d— . 

L'application qui à x associe C est donc linéaire. Elle va d'un espace projectif de dimension 3 
dans un autre. Nous montrons qu'elle est bijective : son image est de dimension 3. 
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Si le point x est dans le plan H', alors la courbe C" a pour équation (rappelons que F 4 = C|) 

or (h dC ^ ^C 2 dC 2 

La courbe C contient dans ce cas la conique C 2 et on obtient un plan de cubiques de cette 
manière. Par ailleurs lorsqu'on prend x = (1,0,0,0), l'équation de C est alors simplement F3. 
Cette cubique ne contient pas C 2 car sinon la surface /C v serait singulière de long de toute la 
conique C 2 . L'image est donc de dimension 3. □ 

Remarque 2.5. — On a ainsi 16 isomorphismes linéaires — (fin' pour chaque plan H' — entre 
le P3 contenant /C v et l'espace projectif de dimension 3, notons le ¥(N(Y)), des cubiques du 
plan ¥(S 2 (H°Ky)) passant par les six points (xk)ke[i,6] m Chaque isomorphisme permet de définir 
une action de H sur F(N(Y)) par (^H'ccj)^) pour a G H. Toutes ces actions sont les mêmes car 
on a 4> a (H') = c -1 pour a G H. On a donc une action bien définie de H sur F(N(Y)) 

Remarque 2.6. — La variété des courbes de genre 5 non hyperelliptiques munies d'une involu- 
tion sans point fixe et de variété de Prym A = J(Y) est isomorphe (proposition 2.1) à l'ouvert 
U(A)/H de F^/H. Elle est donc isomorphe à un ouvert de F(N(Y))/H. Les orbites de cubiques 
de cet ouvert ne contiennent en particulier pas la conique comme composante. 

Par ailleurs, la donnée de la conique canonique de P(S 2 (H°Ky)) et des six points (xk)ke[i,6] 
permet de retrouver la courbe Y comme revêtement double de la conique ramifié aux 6 points. 

La proposition 2.4 permet de réinterpréter l'ouvert U(A) comme un ouvert de l'espace 
P(iV(Y~)) des cubiques du plan P(5' 2 (H Ky)) passant par les six points x^ pour k G [1, 6]. Nous 
pouvons donc réinterpréter le fibre il(2l2) au-dessus de 21^ (les surfaces abéliennes indécomposées) 
comme un ouvert U de la variété des courbes planes de degré 5 réunion d'une conique lisse et 
d'une cubique la coupant en 6 points distincts. Nous avons encore une action sur U du fibré en 
groupe d'Heisenberg f) au-dessus de % 2 . 

THÉORÈME 2.7. — Les constructions précédentes décrivent un isomorphisme entre la variété 
des courbes de genre 5 non hyperelliptiques munies d'une involution sans point fixe et la 
variété U/ij. 

Les orbites des courbes ne contiennent en particulier pas les courbes de degré 5 contenant 
une conique double. 

Remarque 2.8. — Il existe une autre paramétrisation (voir par exemple [L]) de la variété 
par les courbes planes de degré 5 réunion d'une conique A et d'une cubique B (sans théta- 
caractéristique) . Cette paramétrisation fait intervenir des constructions classique de géométrie 
plane et est fortement liée à la construction de [ACGH] : les coniques Cq et A sont les mêmes, 
la cubique C\ est la Hessienne de la cubique B et la courbe X est l'enveloppe d'un pinceau de 
coniques obtenu à partir de A et B. 
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3 Des plongements particuliers 



Nous allons ici réaliser Pisomorphisme de la proposition 2.1 de manière géométrique, c'est- 
à-dire avec des courbes plongées. Nous montrerons ainsi que si C G VJl l 5 , alors elle possède une 
famille de plongements particuliers qui caractérisent l'existence de Pinvolution sans point fixe. 

3.1 Préliminaires 
3.1.1 Le cas OR*'* 

Soit Y une courbe lisse de genre 2, on note A sa jacobienne et /C la surface de Kummer 
associée. Fixons C un nbré inversible de degré 6 sur Y. On considère le plongement de C donné 
par C dans P 4 = F(H°C). On a toujours h°2 Y (2) = 4 (cf. [GLP]). On a donc un P 3 de quadriques 
contenant Y. Remarquons que comme il n'y a pas de diviseur £ de degré 3 sur Y tel que h°£ = 3, 
la courbe y n'a jamais de trisécante dans P4. 

Notons £ la sous- variété de P3 des quadriques singulières. C'est une variété déterminantielle 
dont la dimension attendue est 2 et le degré attendu 5. 

PROPOSITION 3.1. — La variété £ est la réunion d'un plan et d'une surface de degré 4 
isomorphe à /C v . Le plan est le plan dual du point correpondant à C € J{Y) . 

Preuve — Nous décrivons toutes les quadriques Q contenant la courbe Y. 

1. Si Q est de rang inférieur ou égal à 2, alors la quadrique est formée de la réunion de deux 
hyperplans ou d'un hyperplan double. La courbe Y est alors dégénérée ce qui est absurde. 

2. Si Q est de rang 3, alors son noyau est une droite L de P4. Cette droite rencontre Y en au 
plus 4 points sinon la courbe Y serait contenue dans un hyperplan (engendré par la droite et 2 
autres points de Y). Soit donc x la longueur du schéma Pnl, onai = 0, 2 ou 4 et considérons 
la projection de centre la droite L. Elle définit un morphisme de Y vers une conique. 

2.1. Si x = 4, alors le morphisme est un isomorphisme ce qui est absurde (Y est de genre 2). 

2.2. Si x = 2, le mophisme est de degré 2 et est donné par la composée du revêtement double 
Y — > Pi défini par Ky avec le plongement de Veronese Pi — » P2 . On a donc C = 2Ky + D où 
D est le diviseur correspondant aux deux points de L n Y. Le diviseur D est alors déterminé et 
de degré 2. Les deux points de L n y sont donc uniquement déterminés sauf si D = Ky. 

2.2.1. Ainsi, si C ^ 3Ky, alors L est unique (correspondant au diviseur effectif associé à 
C — 2Ky) et la quadrique est également unique. 

2.2.2. Si par contre C = 3Ky, alors on a un Pi de choix pour la droite L (toutes les 
bisécantes qui coupent Y en deux points en involution), il y a donc le même Pi de quadriques. 

2.3. Si x = 0, on a alors un morphisme de degré 3 de C vers Pi. Soit D le diviseur associé, on 
a deg-D = 3 et h°D = 2. Le morphisme vers la conique est donné par y -» P(H°D) A F(S 2 H°D) 
où v est le plongement de Veronese. On a ici C = 2D. Si Dq est un tel diviseur, les autres diviseurs 
sont donnés par D + M avec M une demi-période (i.e. 2M = 0). On a donc un nombre fini de 
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tels diviseurs. La quadrique est alors déterminée par D. La droite L est le quotient de rang 2 
suivant : S 2 (H°D) -► H°(2D) et la conique l'image de F(H°D) dans F(S 2 H°D). 

3. Il reste le cas général où la quadrique est de rang 4, le noyau de Q est alors un point P et 
on projette par rapport à ce point (notons 7Tp cette projection). On obtient alors un morphisme 
de Y vers une quadrique de P3. Le morphisme itp\y est de degré 6 si P g" Y et de degré 5 sinon. 

3.1. Supposons que P G Y, la courbe iip{Y) est de degré divisant 5 dans P3. Elle ne peut 
être de degré 1 sinon Y serait dégénérée. Elle est donc de degré 5 (et de genre 2) et est contenue 
dans une unique quadrique. Ceci nous donne une famille de dimension un de quadriques. 

3.2. Reste le cas général où le point P n'est pas dans Y. L'image 7rp(Y) est alors une 
courbe de degré divisant 6, c'est à dire de degré 1, 2, 3 ou 6. De plus tïp(Y) ne peut être plane 
sinon Y serait dégénérée. Donc 7Tp(Y) est de degré 3 ou 6 irréductible et n'est pas plane. 

3.2.1. Si deg(7rp(y)) = 3, alors la courbe irp(Y) est une cubique gauche et le morphisme 

Y — > iTp(Y) est de degré 2 donné par le diviseur Ky et la composition avec le plongement 
de Veronese F(H°K Y ) -> F(S 3 H°K Y ). On a alors nécessairement C = 3K Y et le point P est 
déterminé par le conoyau de S 3 H°Ky — > H°(3Ky). Dans ce cas iTp(Y) est contenue dans un 
plan de quadriques qui se relève en un plan dans P(ff°Xy (2) v ). 

3.2.2. Si deg(7rp(Y)) = 6, la projection Y — » Tip(Y) est birationnelle. La courbe iïp{Y) 
est de degré 6 contenue dans une quadrique lisse Q et son genre géométrique est 2. Dans Q, la 
classe de irp(Y) est (a, b) avec a + b = 6 et (a — l)(b — 1) > 2. On a donc deux possibilités : 
(a,&) = (2,4) ou (a,&) = (3,3). 

Si (a, 5) = (2,4), la projection sur le premier facteur donne un morphisme (p de degré 2 de 

Y vers Pi (donc défini par Ky)- L'image réciproque d'un point du premier facteur de Q dans 
C est une bisécante en involution. La quadrique Q contient donc la surface S recouverte par 
les bisécantes en involution. Cette surface est de degré 3. Une quadrique contenant Y contient 
S si et seulement si elle contient en plus un point xq de S — C. En effet, dans ce cas on a 
C U {xo} C S n Q. Mais comme Q est de degré 2 et S de degré 3, on a Q n S est une courbe de 
degré 6 ou S C Q. C'est donc que S C Q. 

L'ensemble des quadriques contenant xq forme un plan dans P(i7°Iy(2)). Par ailleurs toutes 
ces quadriques sont singulières. En effet, si une de ces quadriques était lisse, la surface S serait 
alors intersection complète (sur une quadrique lisse de P4, toute surface est intersection complète, 
car le groupe de Picard de la quadrique est Z). C'est absurde car son degré (qui est 3) devrait 
alors être un multiple de celui de Q (qui est 2). Ceci nous donne le plan. Remarquons que si 
C = 3Ky, la surface S est un cône et le plan précédent a été décrit en 3.2.1. 

Si (a, b) = (3, 3), la courbe irp(Y) a deux points doubles. On a donc deux bisécantes passant 
par P. Soient £1 et Ç2 les diviseurs de degrés 2 définis par ces bisécantes. Comme elles sont 
concourrantes, on a h°(C — £1 — Ç2) > 2. Or deg(£ — Çi — Ç2) = 2 donc C — £1 — £2 = Ky- 

Ainsi pour tout couple de points de Y, on plutôt pour tout diviseur £ de degré 2 sur Y, il 
existe un unique diviseur £' = C — Ky — Ç tel que les deux bisécantes (si £ 7^ £') définies par des 
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sections de £ et £' se rencontrent en un point P. Il y a ici deux cas particuliers a traiter à part : 
lorsque £ (ou £') est if y et lorsque Ç = 

En dehors de ces deux cas, la donnée du couple (£,£') définit deux bisécantes distinctes. Le 
point d'intersection P est donc bien défini. La projection de Y par P donne une courbe de degré 
6 ayant deux points doubles. Elle est donc contenue dans une unique quadrique. 

Si (£,£') = (K Y ,C- 2K Y ) ou symétriquement si (£,£') = (£ - 2K Y ,K Y ), on a un P x de 
bisécantes correspondant aux section de K Y . Ces bisécantes rencontrent toutes la droite définie 
par C — 2K Y et par projection par rapport à cette droite on retrouve les cas 2.2.1 et 2.2.2 où la 
quadrique est de rang 3 et où x = 2. Ainsi pour ces couples, on a alors un Pi de quadriques si 
C = 3K Y et une unique quadrique si C ^ K Y . 

Si enfin Ç = £' (ie. si on a un point double de /C v ), les deux bisécantes sont alors confondues 
et les tangentes aux points d'intersection de cette bisécante avec Y se rencontrent. On peut alors 
choisir pour P n'importe quel point de la bisécante. La projection aura alors un tacnode et sera 
donc toujours contenue dans une unique quadrique. On a un Pi de quadriques. 

Ainsi, un couple de diviseurs (£,£') définit un unique cône sauf pour les points en involution 
sur la jacobienne : les (£, £') pour lesquels on a un Pi de quadriques. La surface obtenue est donc 
isomorphe à la duale JC y de la surface de Kummer K. de Y. 

Montrons que le plan est bien le plan dual correspondant au point £ G Pïcq(Y). Déterminons 
l'intersection de ce plan et de la surface /C v . 

Si C = 3K Y , l'intersection recherchée est formée des quadriques du plan décrit en 3.2.1 qui 
sont de rang 3. Elles forment une conique double. Ce plan est donc le plan dual du point double 
de K, qui correspond à C. Ces quadriques sont exactement les quadriques singulières dont le 
sommet rencontre Y. 

Si C 7^ 3K Y , on a deux cas. Soit la quadrique a pour sommet une droite et on est dans la 
situation 2.2.1. Soit la quadrique a pour sommet un point et il doit appartenir à Y. On voit que 
chaque point de la courbe Y définit un point de l'intersection du plan et de JC V , les deux points 
du diviseur C — 2Kc se contractant en un même point. L'intersection du plan et de /C v est donc 
une courbe de degré 4 avec un point double dont la désingularisation est Y. C'est le plan dual 
du point C. □ 

Remarque 3.2. — Soit C un diviseur de degré 6 sur Y une courbe de genre 2. Se donner un point 
de P3 correspond exactement à se donner un fibré vectoriel de rang 2 sur Y de déterminant C. 

En effet, se donner un point du P3 contenant ZC V revient à se donner une quadrique contenant 
la courbe Y dans le plongement P(H°C) (cf. proposition 3.1). Comme sur une quadrique de P4 
il y a un fibré vectoriel de rang 2 tautologique, on a alors un fibré vectoriel de rang 2 et de 
déterminant C sur Y. 

Réciproquement si on a un fibré vectoriel E de rang 2 sur Y et de déterminant C, alors on 
a une forme quadratique sur A 2 H°E qui induit une forme quadratique sur H°(A 2 E) = H°C 
Cette forme quadratique correspond à une quadrique contenant Y et donc à un point de P3 . 

Cette remarque permet de redémontrer un résultat de Narasimhan et Ramanan décrivant 
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l'espace des modules des fibres vectoriels de rang 2 et degrés pair [NR] 
3.1.2 Le cas 9Jt*' d 

Soit A = E\ x E2 une surface abélienne décomposée où les E% sont des courbes elliptiques 
avec un point marqué. Soit Y = E\ U E2 la réunion transversale des deux courbes de genre 1 se 
rencontrant en leur point marqué. Notons KL la surface de Kummer associée et fixons C = C1MC2 
un diviseur de bidegré (3, 3) sur Y. On plonge alors Y par C dans ¥(H°C) = P4. On a toujours 
h°l Y (2) = 4 et donc un P 3 = F(H°1 Y (2) v ) de quadriques contenant Y. 

Notons IL le plan de P4 contenant Ei. Toutes les quadriques Q contenant Y contiennene les 
plans IL,. Elles sont donc singulières et leur sommet contient le point P = ITi Pi H2. 

Notons £ la sous-variété des quadriques de rang inférieur à 3. 

PROPOSITION 3.3. — La variété £ est isomorphe à la surface ZC V . 

Preuve — On effectue la projection à partir du point P et on arrive dans un espace projectif 
de dimension 3. Les courbes E\ et E2 (ainsi que les plans IL et H2) ont pour images deux droites 
disjointes. On cherche toutes les quadriques de rang inférieur à 3 contenant ces deux droites. 

Soit Q une telle quadrique et supposons qu'elle est de rang exactement 3. Soit alors x son 
sommet (c'est un point). On projette à partir de x, l'image de Q doit être une conique lisse 
et doit contenir l'image des deux droites. Ceci n'est jamais possible. La quadrique Q est donc 
réunion de deux plans chacun contenant l'une des deux droites. 

Dans P4 les quadriques contenant Y sont les réunions de deux hyperplans l'un contenant 
LTi, l'autre contenant II2. Ils forment une surface isomorphe à Pi xPi. On a un morphisme de 
Ei x E2 vers cette surface : à un point de E\ on associe l'hyperplan contenant II2 et ce point et 
de manière symétrique pour E2. On retrouve le recouvrement E\ x E2 — > /C v . □ 

3.2 La courbe C de genre 5 revêtement double d'une courbe X de genre 3. 

Nous traitons les cas de SPtg 1 et Tl^ d en même temps. Soit Y la courbe de genre 2 précédente 
(lisse ou réunion de deux courbes elliptiques se coupant en un point) et A la surface abélienne 
correspondante. Soit C le diviseur de de degré 6 qui permet de plonger Y dans P4, on choisit 
Q une quadrique de rang maximal contenant Y (lisse dans le premier cas et de rang 4 dans le 
second). Elle correspond à un point x du P3 contenant /C v . Nous construisons ici de manière 
plongée l'isomorphisme décrit à la proposition 2.1. 

Nous définissons la courbe C. Notons A x l'ouvert des £ G A tels que £ 7^ Ky (si Y est lisse) 
et Ç / (P, y) ou (x, P) sinon. Alors £ G A x définit une bisécante Lç de Y. Considérons la courbe 
C C A définie de la manière suivante : 

C = {£ G A* I c Q}. 
LEMME 3.4. — La courbe C est invariante sous l'involution x 1— > — x de A. 
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Preuve — Dans le premier cas l'involution est donnée par £ i— > C — Ky — £. Soit £ 7^ Ky et 
supposons que Ç G C, alors Lç C Q. Considérons maintenant £' = £ — Ky — Ç, la bisécante Lç/ 
rencontre Lç. Mais alors rencontre Q en trois points (les deux points de Lç> n y et le point 
de n L). Elle est donc contenue dans Q et on a £' G C. 

Dans le second cas l'involution est donnée sur chacune des courbes Ei par x 1— > y où y est 
le troisième point d'intersection de la droite (ïP) avec la courbe Ei dans le plan IL (P est le 
point d'intersection des courbes Ei). Si L est une bisécante à Y contenue dans Q, la bisécante 
V obtenue par l'involution à partir de L est contenue dans le plan IT = (P, L). Mais P est dans 
le sommet de Q et L C Q donc II C Q et donc V C Q. La courbe C est même invariante par 
chacunes des involutions des courbes Ei. □. 

Remarque 3.5. — On a pas a priori donné de condition pour que Ç 6 i x appartienne à C. 

Dans le premier cas, si Ç = Ky, on a un Pi de sections et donc autant de bisécantes. Ces 
bisécantes sont soit toutes en même temps contenues dans Q soit jamais contenues dans Q. 
Si C = 3Ky, toutes les bisécantes définies par Ky se coupent en un même point. Ainsi le 
raisonnement précédent permet de montrer que si l'une est dans Q elles le sont toutes. Si par 
contre C ^ 3Ky, alors les bisécantes définies par Ky rencontrent toutes la même bisécante Lq 
définie par le diviseur C — IKy. Ainsi si une de ces bisécante est dans Q, alors Lq est contenue 
dans Q et par le raisonnement du lemme 3.4 elles sont toutes contenues dans Q. 

Dans le second cas, Ç = (x,P) (resp. (P,y)) est dans C si et seulement si le plan engendré 
par la tangente en P à la courbe E2 (resp. E\) et le point x (resp. y) est contenu dans Q. 

Soit Ç G A et considérons Lç la bisécante de Y ainsi définie. On peut alors associer à Lç le 
plan de P(ff°Jy(2) v ) = P3 des quadriques contenant Y U Lç. C'est bien un plan car pour 
qu'une quadrique contenant Y contienne Lç il suffît qu'elle contienne un point de plus de Lç. 
Le raisonnement de la remarque 3.5 permet de définir même pour £ G A x . 

LEMME 3.6. — Le morphisme A — > P3 défini par £ 1— > Hç est le morphisme de A dans K. 

Preuve — Le raisonnement du lemme 3.4 permet de montrer que ce morphisme est invariant 
par l'involution sur A (et même par celles des Ei si Y n'est pas lisse). 

Ce morphisme est bien à valeur dans K, car les plans de quadriques ainsi définis sont tangents 
à la variété /C v C £ de quadriques singulières. En effet, dans des bases bien choisie les matrices 
des quadriques s'écrivent (dans chacun des cas) sous la forme 



( 








X 


y \ 




/ 














\ 








a 


d2,4 


0*2,5 


















x 





a 





03,4 


03,5 


OU 













y 





x 


a.2,4 


«3,4 


Û4,4 


Û4,5 












y 


04,4 


04,5 


[y 


«2,5 


«3,5 


Û4,5 


05,5 / 




V 





X 





«4,5 
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le lieu défini par le déterminant est bien singulier ce qui montre que l'on a un plan tangent à 
K^ v . On vérifie aisément que les fibres sont bien formées par les orbites sous l'involution (resp. 
les involutions). □ 
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Choisir une quadrique Q contenant Y revient à choisir un point x de Pg . Lorsque Y est lisse, 
la quadrique Q définit un point de U(A) si et seulement si elle ne contient aucune des 16 droites 

(PiQÙie[l,16] avec 2 (Pi +Qi) = £~ K Y- 

La quadrique Q peut être singulière. Nous expliquons ces cas. Identifions A = Jac(y) avec 
Pic 6 (F) en choisissant le diviseur 3Ky pour origine. Ceci fixe un plan H' C P3 tangent à /C v 
selon une conique. Soit x G U (A) C P3 un relevé de x G U(A)/H définissant une courbe de genre 
5 et soit C G Pic 6 (y). Alors, si l'image de C dans K, n'est pas contenue dans x v , la quadrique 
définie par Q est lisse, sinon elle est singulière. La quadrique est donc singulière exactement si 
£ G C C A Nous verrons que ces cas donnent des plongements particuliers de C. Remarquons 
que la courbe Y ne passe jamais par le sommet de Q car sinon Q définirait un point de /C v (à 
l'intersection du plan tangent et de /C v , cf. proposition 3.1) et donc pas un point de U(A). 

Dans le second cas, notons (£1)^(1,4] et (Uj)je[iA] ^ es P orn t s fixes des involutions i\ et 12- La 
quadrique Q définit un point de U (A) si et seulement si Q est de rang 4 et ne contient aucune 
droite (xiUj). 

Nous définissons la courbe X comme l'image de C dans /C et la courbe X comme l'image 
réciproque de X dans /C. Supposons maintenant que Q définit un point de U(A), alors 

PROPOSITION 3.7. — La courbe C est lisse de genre 5 et c'est un revêtement double non 
ramifié de la courbe X qui est lisse de genre 3. 

3.3 Des plongements particuliers de la courbe de genre 5 

Nous avons vu que la donnée d'une surface abélienne A et d'un point x G U(A)/H correspond 
à la donnée d'une courbe C de genre 5 munie d'une involution sans point fixe. 

Nous montrons maintenant que la donnée du diviseur C de degré 6 sur Y précédent définit 
un morphisme particulier de C vers un espace projectif de dimension 3. En effet, dans P(H°£) 
le point x G U (A) correspond à une quadrique Q (lisse ou de rang 4) contenant Y. Si Q est lisse, 
la variété de ses droites forme un espace projectif de dimension 3 que nous notons F(V). 

Si Q est de rang 4, les droites de Q forment une fibration en P2 au dessus de Pi. Il existe 
deux contractions naturelles de cette fibration vers un espace projectif de dimension 3 que nous 
notons P(Vfc) pour k G {1,2}. Elles contractent un Pi x F\ vers une droite selon l'une ou 
l'autre des projections. La quadrique singulière peut alors être vue comme la variété des droites 
de P("Ï4) qui rencontrent 

Lorsque Y est lisse (cf. le cas 3.2.2, (a, b) = (2,4)), on note P(V) l'espace projectif P(14) tel 
que les (a)-plans rencontrent y en 2 points. 

Lorsque Y est singulière, les plans IL et H2 sont des (a)-plans pour un des P(V&) et des 
(/3)-plans pour l'autre. Notons P(V) l'espace projectif P(I4) tel que les plans IL soient des 
(a)-plans. 

Dans tous les cas on a donc un morphisme de C vers un espace projectif P(V) de dimension 3. 
PROPOSITION 3.8. — (1) Lorsque Y et Q sont lisses, la courbe C est plongée dans ~P(V), elle 
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est de degré 8 et a une infinité de quadrisécantes. 

(11) Lorsque Y est lisse mais Q de rang 4, la- courbe C est plongée dans P(V) et est de degré 
7. Il existe une droite L telle que la courbe C U L a une infinité de quadrisécantes. 

(m) Lorsque Y est réunion de deux courbes elliptiques, l'image C de la courbe C dans P(V) 
est de degré 8 et de genre arithmétique 7. Elle est liée à une droite L par une intersection de 
deux cônes cubiques. Elle a deux points doubles situés aux sommets des cônes. 

Preuve — (î) La courbe C est définie comme les points £ G A tels que la bisécante Lç à Y 
définie par £ est contenue dans la quadrique Q. Nous définissons donc le morphisme C — > P(V) 
par £ i— > Lç Ce morphisme est à priori défini lorsque £ ^ Ky mais nous pouvons le prolonger, si 
besoin est, en ce point car C est une courbe lisse (ce cas apparaît lorsque Q est singulière). 

Soit p G Y, ce point définit une droite £ p de P(V). Cette droite est quadrisécante à l'image 
de C dans P(V). En effet, on cherche les points q G Y tels que la droite (pq) soit contenue dans 
Q. Il faut donc que q soit dans l'orthogonal de p pour la quadrique. Cet hyperplan rencontre C 
en 6 points et est tangent à C en p. Il reste donc 4 autres points qui donnent 4 points de l'image 
de C dans F(V) qui sont situés sur £ p . 

La courbe y définit dans P(V) une surface réglée (l'ensemble des droites ^ p pour p G 7). 
L'image de C dans P(V) est exactement le lieu singulier de cette surface. En effet, soit £ G C, 
on a £ = p + g et l'image de £ dans P(V) est à l'intersection des droites ^ p et £ q . Réciproquement 
si un point z de P(V) est dans le lieu singulier de la surface, alors il est sur deux droites £ p et 
£ q , la droite de P4 que z définit est alors contenue dans Q et coupe C en p et q. Le point z est 
donc dans l'image de C. 

Nous savons alors que la courbe image de C dans P(V) est de degré 8 et de genre arithmétique 
5 (cf. [Kl]). On a donc bien un plongement qui est de degré 8. La variété des quadrisécantes de 
C dans ce plongement est la courbe Y. 

(11) Notons C l'image de C. La quadrique Q est l'ensemble des droites rencontrant une droite 
L. Soit S la surface réglée définie par Y et C son lieu singulier. Un point y de L définit un(a)- 
plan contenu dans Q. Il rencontre Y en deux points y\ et 2/2 en involution. Ainsi le point y est 
à l'intersection des droites £ yi et £ y2 . La droite L est donc contenue dans C. Par ailleurs, le 
même raisonnement que précedement montre que C C C" et que les points de C sont donnés 
par les bisécantes de Y contenues dans Q (la différence par rapport à la situation précédente est 
le fait que le point £ = Ky définit un Pi — qui donnera L — de bisécantes supplémentaires). 
On a donc C = C U L. Le genre de C est supérieur ou égal à celui de C et par les résultats de 
[Kl], le genre de C est 5. On a deux cas : C est de genre 6 et ne rencontre pas L ou C est de 
genre 5 et rencontre L en un point. La courbe C rencontre L : en effet, le point Ky est limite 
de points £ G C donc la limite des droites Lç est une droite définie par Ky donc une droite qui 
rencontre L. La courbe C est donc de genre 5, c'est la courbe C. La courbe C est isomorphe à 
l'image réciproque de C C J(Y) dans Pic 2 (y) (qui est l'éclatement du point Ky). Remarquons 
que dans cette situation, les prongements sont obtenus à partir du plongement canonique Kc 
par projection à partir d'un point de C. Tous les points de C donnent un tel plongement. 

(m) En décrivant la quadrique comme la variété des droites de P(V) qui rencontrent un 
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droite L, on voit que la courbe C est sur l'intersection des deux cônes cubiques définis par les 
courbes E{. Ces deux cônes ont une droite en commun car les courbes Ei se coupent en un point. 
La courbe résiduelle doit alors être de degré 8 et de genre arithmétique 7. Elle a deux points 
doubles. Chaque point double correspond aux points de C de la forme (x, P) et (P, y) (P est le 
point d'intersection de E\ et E2). Les deux points doubles sont donc aux sommets des cônes □ 

Remarque 3.9. — Lorsque Y est lisse et Q lisse (resp. de rang 4), la courbe C (resp C) plongée 
dans P(V) n'est pas contenue dans une surface cubique. En effet, supposons que c'est le cas et 
soit S une telle surface. Alors S rencontre toutes les quadrisécantes de C (resp. C) en quatre 
points donc S contient toutes les quadrisécantes de C (resp. C"). La surface S contient donc la 
surface réglée définie par Y, cette dernière est de degré 6, c'est absurde. 

Nous montrons maintenant une réciproque à cette proposition dans chacun des deux cas : 

PROPOSITION 3.10. — Soit C une courbe de P(V) de degré 8 et de genre géométrique 5 qui 
est liée à une droite par une intersection de deux cônes cubiques et qui a deux points doubles 
aux sommets des cônes, alors le modèle non singulier C de C est dans 9Jl§ d . 

Preuve — Soit L la droite comune aux deux cônes cubiques. Soient E\ et Ei les deux 
courbes elliptiques de la grassmannienne qui définissent ces cônes. La droite L correspond au 
point d'intersection des Ei. 

Considérons l'incidence point/plan suivante : 

/ = {( p ,h) G P(V) x P(V) V / p G h et L C h} . 

La variété / paramètre les droites de la quadrique singulière 

Q = {l e G(2,P(V)) /ZnL^0}. 

Notons A = Ei x E2, pour tout Ç G A x , on peut définir un élément Lç de / comme étant la 
droite passant par les deux points de £. On a vu que la courbe 

C = {Ç G / Lç c Q} 

est alors lisse de genre 5. Elle s'envoie sur C et on peut utiliser la construction précédente. □ 

PROPOSITION 3.11. — Soit C une courbe projective de genre 5 et de degré 8 de P3. Supposons 
que C est lisse, irréductible et non hyperelliptique ou réunion d'une courbe lisse C de degré 7 
et d'une droite L la rencontrant en un point. On suppose que C admet une infinité de droites 
quadrisécantes, alors C G SDtg*. 

La courbe Y des quadrisécantes de C est lisse de genre 2 et de degré 6 (dans la grass- 
mannienne). La courbe C peut être retrouvée à partir de la courbe Y grâce à la construction 
précédente. 

Preuve — Remarquons que comme C est lisse de degré 7 et de genre 5, elle est alors non 
trigonale (cf [H] exemple 6.4.2). 
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Nous commençons par remarquer que C ne peut être contenue dans une surface cubique. En 
effet, soit S une telle surface, la surface S rencontre toutes les quadrisécantes de C en au moins 
4 points. Elle contient donc toute les quadrisécantes de C. La surface S contient ainsi la surface 
réglée S' des quadrisécantes de C. Le surface S' ne peut être un plan. Si la surface S' était une 
quadrique lisse, alors C serait lisse et hyperelliptique. 

Si S' est un cône, alors C passe par le sommet si et seulement si elle est singulière. Mais alors 
C' est trigonale (projection par le sommet de degré 3 vers Pi). Elle est donc lisse et ne passe 
pas par le sommet. La projection à partir de celui-ci donne un morphisme de degré 4 de C vers 
une conique plane. Les quadrisécantes coupent donc C en exactement 4 points. On relève alors 
C dans le modèle non singulier de S' (l'éclatement du cône en son sommet qui est une surface 
rationnelle F2). On écrit [C] = af + bh où / est la classe d'une fibre et h est la classe d'une 
section, voir par exemple [B2]. On a les intersections f 2 = 0, / • h = 1 et h 2 = 2. Comme C ne 
passe pas par le sommet du cône, sa transformée stricte ne rencontre pas le diviseur exceptionel 
E dont la classe est h — 2f. On a donc a = [C] ■ [E] = 0. Par ailleurs C rencontre les fibres (les 
quadrisécantes en exactement 4 points donc b = [C] ■ f = 4. On a donc [C] = Ah ce qui donne 
par la formule d'adjonction 

2g(C) - 2 = [C] ■ ([C] +K)= 4h(4h - 2h) = 16. 

Ceci donne g(C) = 9, c'est absurde. 

Nous pouvons donc supposer que S est la surface réglée des quadrisécantes. Le théorème de 
Segre (cf. [GP1] p.412) nous dit alors que si a est le genre de la courbe de base de S et si C 
(resp. C") rencontre les règles de S avec multiplicité k, alors on a 

2 g(C) - 2 = (k - 1)(2 deg(C) - k deg(S)) + k (2 a - 2) 

et la même formule avec C . Le genre a est ou 1 ce qui donne 

3/c 2 - 17k + 24 = ou 3k 2 - 19k + 24 = pour C lisse 

et 3k 2 - 15k + 22 = ou 3k 2 - 17k + 22 = pour C . 

La seule solution entière pour C lisse est pour a = 0, on a alors k = 3 ce qui est impossible 
car les règles sont des quadrisécantes à C donc k > 4. Pour C la seule solution entière est pour 
a = 1 ce qui donne K = 2 ce qui est encore impossible, les règles sont des tridécantes à C. 

Nous montrons maintenant le 

LEMME 3.12. — La courbe n'a pas de quintisécante et il existe une surface de degré inférieur 
ou égal à sept singulière le long de C . 

Preuve — On peut mettre une structure de variété sur la famille des quadrisécantes (cf. 
[GP2] ou [ACGH]). L'hypothèse signifie qu'il existe une courbe de la grassmanienne des droites 
de P3 correspondant à des quadrisécantes de C. La courbe C n'a pas de 5-sécante. En effet, si 
D est une 5-sécante, on a une suite exacte 

-> Oc(-Z) -> Ocud ^O D ^0 
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où Z = C n D. Il en résulte la suite exacte longue 

- H°(O c (3h - Z)) - F (Ocud(3)) -> ff°(Or>(3)) -> 

où h est la classe d'une section plane de C et donc que H°(Ocud(3)) = 19. On en déduit que 
C U D est sur une surface cubique ce qui est absurde. 

Il existe une surface de degré inférieur ou égal à 7 singulière le long de C. En effet, comme C 
n'est pas sur une cubique, on a h}Tc(S) = 0. De plus h 2 Tc{2) = h l OcQ) = et h 3 2c(l) = 0. Le 
faisceau Tq est donc 3-régulier ce qui impose que Te (4) est engendré par ses sections (cf [Mul]). 
On a donc une surjection Oc(3) — > (Tc/Tq)(7) et comme h 1 Oc {S) = 0, on en déduit que 
h\{T c /T c ){7)) = et donc h°((T c /T c )(7)) = X ({T C /T c )(7)) = 64. On a donc h°(I c (7)) > 4. 
Il existe donc une surface de degré inférieur ou égal à 7 singulière le long de C. Cette surface 
contient toutes les quadrisécantes de C. □ 

LEMME 3.13. — Si deux quadrisécantes l et V de C se coupent en un point p alors p appartient 
à C. Les droites l et V et la tangente à C en p ne sont pas coplanaires. 

Preuve — Si p C, on a la suite exacte 

o - o c (-(c n (/ u 0) -> Ocuiuv -> CW -> o. 

Après tensorisation par Op 3 (3), on obtient /i°(Oc*(3/i — pi — . . . — P4 — q\ . . . — q±) = 12 et 
h°(Oi ul >(3)) = 7. Il en résulte que h (O Cu iul' (3)) = 19 donc CUlUl' est sur une surface cubique 
ce qui est absurde. On a ici noté / • C = p\ + p2 + f 3 + Pa et /' • C = q\ + q2 + (fë + (74. 

Si le plan engendré par Z et V est tangent à C en p, toute surface contenant l et est tangente 
à C en p et on conclut comme précédemment avec l ■ C = P+P1+P2+P3 et V ■ C = p + q\ + q2 + (73 
et en considérant /i° (Oc^/t — 2p — p\ — P2 — pz — q\ — q2 — 93)) • On peut, de la même manière, 
montrer que par un point de C il ne passe pas trois quadrisécantes. □ 

Soit S la surface réglée engendrée par la courbe Y des quadrisécantes. 

LEMME 3.14. — La courbe C est le lieu singulier de la surface S qui est de degré 6. La courbe 
Y est lisse et de genre 2. 

Preuve — Le degré de S est inférieur ou égal à 7 d'après le lemme 3.12 et est supérieur 
ou égal à quatre. Soit Y la courbe des quadrisécantes. Elle est irréductible sinon l'une de ses 
composantes donne une surface de degré inférieur à 3 contenant C. Remarquons que si Y est 
plane alors S est un cône et soit x son sommet. Si C est lisse et x C, alors la projection à 
partir de x est un morphisme de degré 4 (car les quadrisécantes passent par x), son image est 
donc de degré 2 et C est sur un cône, c'est impossible. Si x G C et C lisse, alors le morphisme 
de projection doit être degré au moins 3 et diviser 7, il est donc de degré 7, son image est alors 
de degré 1 et C serait plane, absurde. Si C n'est pas lisse et x C' alors la projection de C 
à partir de x est de degré au moins 3 (car les droites sont au moins trisécantes) , elle est donc 
de degré 7 ce qui impose que C est plane, c'est absurde. Si x € C", la projection est encore au 
moins de degré 3. Si elle est de degré 3 alors on a un g| sur C, c'est absurde. Elle doit donc 
être de degré 6 et C plane, c'est encore impossible. Ainsi Y n'est pas plane. 
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Le lieu singulier de S est contenu dans C d'après le lemme précèdent, il est donc de degré 
0, 1, 7 ou 8. Soit n le degré de Y et p son genre géométrique. Les résultats de [Kl] nous disent 
que le lieu singulier de S est alors de degré (n — l)(n — 2)/2 — p qui vaut 3 — p, G — p, 10 — p ou 
15 — p selon les valeurs de n G [4, 7]. De plus ce degré doit appartenir à {0, 1, 7, 8}. Mais comme 
Y n'est pas contenue dans un plan et est irréductible la formule de Castelnuovo (cf. [ACGH] 
p. 116) nous donne une borne sur p qui est 1, 2, 4 ou 6 selon les valeurs de n. Ainsi le degré du 
lieu singulier est contenu dans [2, 3], [4, 6], [6, 10] ou [9, 15] et dans {0, 1, 7, 8}. Les seules valeurs 
possibles sont 7 ou 8 avec n = 6 et p = 3 ou 2. 

Soit Y le modèle lisse de Y. Le lieu singulier de S peut être vu comme une courbe dans 
Div2(y) dont le genre arithmétique est P avec 2P — 2 = (n — 5)(n + 2p — 2) (cf. [A]). Ceci nous 
donne P = 6 si p = 3 ou P = 5 si p = 2. Le premier cas est impossible. Ainsi Y est de degré 6 
et de genre géométrique 2. On peut calculer (cf. [Kl]) que la surface n'a pas de point triple. 

Il reste à montrer que Y est lisse. Si Y n'est pas lisse, alors p a (Y) > 3 et Y est contenue dans 
l'intersection de la grassmannienne avec un espace projectif de dimension 3. Si cette intersection 
est lisse c'est une quadrique formée des droites rencontrant deux droites L\ et L 2 - Les deux 
droites sont alors dans le lieu singulier, c'est impossible. Si l'intersection est singulière, on peut 
supposer que c'est un cône (car Y n'est pas plane). Mais alors un calcul dans la surface F2 
modèle non singulier de ce cône montre que le genre géométrique de Y doit être 3 ou 4. C'est 
impossible donc Y est lisse. □ 

Preuve de la proposition 3.11 : Notons G la grasmannienne des droites de P3, on voit G 
comme une quadrique de P5 par le plongement de Plùcker. Notons E la restriction du quotient 
tautologique de G à y. Le modèle non singulier de S est ¥y(E). 

Soit C = A 2 E = 0&(l)\c, c'est un fibré de degré 6. L'espace P4 = F(H°C) est un hyperplan 
de P5. La courbe Y est contenue dans la quadrique Q découpée par G dans P4. 

La courbe C est isomorphe à la courbe suivante de Y 2 le carré symétrique de Y : 

C = {(x,y)eY 2 I (xy)cQ}. 

En effet, on définit un morphisme C — ► C par (x, y) 1— > £ x n l y où l x (resp. l y ) désigne la droite 
de P3 correspondant à x (resp. y). Ce morphisme est bien défini car si on a (xy) C Q, alors les 
droites l x et l y se rencontrent et on a (d'après le lemme 3.13) un point de C. On définit une 
réciproque C — » C par z 1— ► (x, y) où x et y sont les deux quadrisécantes passant par z (il y en 
a exactement deux car la surface n'a pas de point triple). 

Nous sommes dans la situation de la proposition 3.8. En particulier on a une involution i sur 
C (vue dans Pic2(F)) donnée par £ C — Ky — £ (cf. proposition 3.1). Elle est donnée sur C 
de la manière suivante : soit z G C, il existe deux quadrisécantes L\ et L2 passant par z. Soit 
alors H le plan engendré par ces quadisécantes, le plan H rencontre C en 8 points dont 7 sont 
sur L\ UL2. Le huitième point est i(z). L'involution est sans point fixe. En effet, si z = i(z), ceci 
signifie que H est tangent à C en z et F contient L\ et L 2 . C'est exclu par le lemme 3.13. □ 

Remarque 3.15. — Dans [M], S. Mukai donne une version du lemme 3.12. 
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Ces résultats nous permettent de donner une nouvelle caractérisation géométrique des cour- 
bes de genre 5 revêtement double d'une courbe de genre 3 : 

THÉORÈME 3.16. — Soit C une courbe lisse de genre 5. 

(î) Première caractérisarion : On a C £ DJlg* si et seulement s'il existe un plongement Ai de 
degré 8 de C dans P3 pour lequel la courbe C a une infinité de quadrisécantes. 

Seconde caractérisarion : On a C G SDÎg 1 si et seulement s'il existe un plongement Ai' de 
degré 7 de C dans P3 et une droite L rencontrant C en un point pour lesquels la courbe C U L 
a une infinité de quadrisécantes. 

Dans cette situation, la courbe Y des quadrisécantes est la même quelque soit le plongement, 
elle est lisse de genre 2 et telle que J(Y) = Prym(C). Notons Zo l> es diviseurs Ai de degré 8 du 
premier type, Zi les diviseurs Ai' de degré 7 du second type et Z la réunion de ces ensembles. Il 
y a un morphisme Z — > J(Y) Qui est un fibré principal homogène de groupe H . 

(11) On a C G UUl l ^ d si et seulement s'il existe un morphisme de C dans P3 tel que son image 
C est liée à une droite L par une intersection de deux cônes cubiques, de degré 8 et a deux points 
doubles aux sommets des cônes. 

Dans cette situation, notons Z les diviseurs de degré 8 de C qui définissent de tels mor- 
phismes. On a un morphisme Z — ► E\ x E2 qui est un fibré principal homogène de groupe H (les 
Ei sont les courbes elliptiques définissant les cônes cubiques). 

Preuve — Les caractérisations de SDtg* et VJi l ^ d découlent des propositions 3.8, 3.10 et 3.11. 
Nous décrivons les ensembles Z de plongements. 

(1) Plaçons nous dans le cas C G 91?^ et notons A = J(Y) la variété de Prym associée, la 
proposition 3.11 nous dit que si on a un plongement Ai £ Z de la courbe C, alors la courbe 
Y est munie d'un plongement C de degré 6 (le plongement de Plùcker) et d'une quadrique Q 
la contenant (la grassmannienne) . La courbe C fixe un point x G U{A)/H et la quadrique Q 
définit un relèvement x G U(A) de ce point. On a donc un morphisme 

Z^A 
Ai^C. 

La proposition 3.8 nous dit que ce morphisme est surjectif et que sa fibre est donnée par les 
quadriques Q qui relèvent x, c'est-à-dire par le groupe H des éléments d'ordre 2 de A. 

l—i 

Le morphisme Z —>■ A est le morphisme Im(l — i) — ► Im(l — i) ou enore le morphisme 

2 

J(Y) — > J(Y). Remarquons enfin que l'ensemble Zi des diviseurs du second type est isomorphe 
à la courbe C : ce sont les projections du plongement canonique de C par un point de C. Zi est 
donc l'image du plongement de C dans J(Y). 

Le même raisonnement donne le cas (11). □ 
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